
Dabei wurden die Summenglieder in (8.9) 
vernachlässigt und = —1/2 benutzt, s. (4 .9) . Die 
Beziehung (8.11) stellt die Übertragung von (5.1) 
auf das Isobarengemisch dar. 

Der allgemeine Fall des nicht-isobaren Gemischs 
ist komplizierter. Man braucht dann die i und 
A f\ einzeln, welche sich erst nach Spezifizierung 
der zwischenmolekularen Kräfte berechnen lassen. 
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Zur Berechnung der Protonenabschirmung und der magnetischen Suszeptibilität des Wasserstoff-
moleküls werden aus eichinvarianten Atomfunktionen aufgebaute Wellenfunktionen eingeführt. Die 
Berechnungen werden ausgeführt für zwei Fälle, wobei die Wellenfunktion des Grundzustandes ent-
weder durch die WANGSche oder durch die RosENSche Näherung beschrieben wird. Die Kernabschir-
mungskonstante und die Suszeptibilität betragen im ersten Fall 2 , 6 3 1 - 1 0 - 5 und — 3,920-10~ 6 und 
im zweiten Fall 2 ,732-IQ- 5 und - 4 , 0 4 5 - l O " 6 . 

In einigen früheren Arbeiten1 haben wir schon 
die Vorteile der Benutzung von Wellenfunktionen, 
die aus eichinvarianten Atomfunktionen aufgebaut 
sind, besprochen. Es stellte sich später heraus, daß 
ein für diese Rechnungen gemachter Näherungs-
ansatz im Falle des Wasserstoffmoleküls nur eine 
sehr beschränkte Gültigkeit hat. In der vorliegenden 
Arbeit wird ein verbesserter Formalismus entwickelt, 
bei dem dieser Näherungsansatz nicht mehr notwen-
dig ist. Dieser Formalismus wird zur Berechnung 
der Kernabschirmungskonstante und der diamagne-
tischen Suszeptibilität des Wasserstoffmoleküls be-
nützt. 

Wenn man die beiden Wasserstoffkerne mit A 
und B bezeichnet und wenn man sich auf die Ab-
schirmung des Kernes A beschränkt, dann kann man 
die Abschirmungskonstante o für den Kern A und 
die magnetische Suszeptibilität x berechnen aus der 
Wechselwirkung der Elektronenbewegung mit einem 
äußeren homogenen Magnetfeld p̂ und einem ma-
gnetischen Moment /< an der Stelle A . Das Vektor-
potential 21, in dem sich das z-te Elektron bewegt, 
wird dann beschrieben durch die Formel 

2£i(q) = i [ § , r i - q ] + / g 3 [ > X a i ] , (1 ) 

wo Xai den Abstand des Elektrons i von A bedeutet 
und Q einen Parameter, der verknüpft ist mit der 
Eichung des Vektorpotentials2. Die HAMiLTONsche 
Gleichung für das Wasserstoffmolekül wird 

1 H. F. HAMEKA. Mol. Phys. 1, 203 [1958]; 2, 64 [1959]; 
Nuovo Cim. 11, 382 [1959]. 

2 H. A. KRAMERS, Quantentheorie des Elektrons und der 
Strahlung, Akad. Verl. Ges., Leipzig 1938, Seite 270. 

3 In einer früheren Berechnung wurde noch die Bedingung 
gemacht, daß die Funktionen orthogonal sind. Bei 

y\ (q) 
J *op 2 i=l 

f A i - c h . (21, V i ) ( 2 ) 
2 TO 1 m c i v 

A A +V(X1, r2). ~ 4 2 m c~ ' / 
Wir nehmen an, daß für den Fall = 2l2 = 0 die 
Funktion W0 die exakte Eigenfunktion des Grund-
zustandes mit dem Eigenwert E0 ist, und daß !P0 

in Atomfunktionen 9vka und <pn, ausgedrückt werden 
kann. Weiter seien die Funktionen Wn ein voll-
ständiges Funktionensystem, denen man alle für 

angenäherte Energiewerte En zuordnen 
kann. Auch die Funktionen Wn können in Atom-
funktionen <pka und cpib ausgedrückt werden: 

^ 0 = ^ 0 (<Pka,<Plb), XFn=¥n((pka,(pib). (3) 
Es ist nun vorteilhaft, den Atomfunktionen (pka und 
(pib dieselbe Eichung beizuordnen wie dem Vektor-
potential 21, (q) . Die Theorie der Eichtransformatio-
nen verlangt also, daß man die folgenden Molekül-
funktionen SV«) und W n gebrauchen muß 2 

- n ws > ) > n 9 1 = w s . <p\f) . 
<pka = <Pka exp [ie<P iq-a)/hc], (4) 

< £ ( u ) = l ( [ £ u ] r ) . 

Man kann die Funktionen Wn leicht so wählen, daß 
sie orthogonal sind. Jedoch sind dann die Funktio-
nen im allgemeinen nur in nullter Näherung 
orthogonal3. Man sieht nun leicht, daß ein guter 

den numerischen Auswertungen wurde diese Einschrän-
kung aufgegeben und angenommen, daß die Abweichungen 
von der Orthogonalität das Resultat nur wenig beeinflus-
sen. Obgleich dies im allgemeinen so ist, finden wir jetzt, 
daß für das Wasserstoffmolekül das berechnete o stark von 
kleinen Abweichungen der Orthogonalität beeinflußt wird. 
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Ansatz für den Grundzustand des Wasserstoffmole-
kiils durch folgende Funktion beschrieben wird: 

(5) 

wobei die Koeffizienten Bu ß 0 . Für die Bestim-
mung der „besten" Werte der Parameter Bn kann 
man das Variationsprinzip benützen. Die Energie-
werte ergeben sich dann aus 

\Ekl-SklE\ = 0, (6) 

En = ( v r i vsg i 'Kr>), sA, = ( i ) • 

Bekanntlich2 sind Eki und S/j unabhängig von CJ . 
In zweiter Näherung wird die Energie des Grund-

zustandes gegeben durch 

£(£, fi) = E0($,ju) -E^fr/<)• 

Eo('Ö> /0 = EJS00, 

El ( § , / 0 = ^ (5 0 0 - -So; £()(>) (7) 

• (Soo £ ; O — Sjo Em) /Sq0 (5OO Ejj — Sjj E00), 

wobei man im Nenner von E1(^>. ju) für Ejj und £ 0 0 

die von und /< unabhängigen Energiewerte 
und E() einsetzen kann. Man rechnet leicht nach, daß 
der Ausdruck (Soo Ejo — S ;o E00) unabhängig ist von 
V(X1, r2) [vgl. ( 2 ) ] . Somit können wir diesen 
Term bei der Berechnung von E1(bp, / / ) fortlassen. 
Es bleiben in (7) nur Einelektronintegrale übrig, die 
unter Benutzung von (4) in Integralen 

ausgedrückt werden können, wobei u und v ent-
weder a oder b sind. Alle diese Integrale sind un-
abhängig von q . Einfachheitshalber setzen wir in 
jedem Integral q gleich v . Damit haben wir jeden 
Term q festgelegt, so daß jetzt Ji"1" nach Potenzen 
von H und u entwickelt werden kann 4 : 

HM = H0W + H Wj W + 7i2(v) 

+juh 7y*>+H2 + u1 H,"-' (8) 

Betrachten wir jetzt alle Beiträge der Operatoren 
JJQW ZU (Soo Ejo — Sj0 E00). Wenn wir sie alle zu-
sammen nehmen bekommen wir 

(•̂ oo Ejo Sjo EQQ) o = Soo { ^j{l) | !Ho | '^o) 

- Sj0( WqW | J-Jo | Wq ) . (9) 

Aus unserem Ansatz, daß ' / '0 die Eigenfunktion des 
Grundzustandes für 21 j = 21» = 0 ist, folgt, daß die 
rechte Seite von (9) null ist. 

Bequemlichkeitshalber fassen wir jetzt alle Bei-
träge von zu Ejo oder E(n) zusammen. Die Re-
sultate werden E b z w . E ^ genannt. Analog ver-
fahrend definieren wir E^', EQQ USW. In zweiter 
Näherung wird (7) nun 

E0(H. l+HEft 

" (10 //2 F (5) \ /s r oo I / -oo • 

(10) 

)=i 

• ( H E & ~ , " E'jq ) / (S0 0 Ej — Sjj E0). 

während '/ u n f l ° gegeben werden durch 

/ = - 2 N 
oo E(V E 0j r V 

-Sin Ej Sjj En 

3 2 

77! |3< 
A00 

// Ei 

j~~i ^no Ej ~ Sjj Eü 

H = 0 
(11) 

Ei 
du 3H [ S00 \H = n = 0 

Die expliziten Formen der Operatoren 7~la(v) fol-
gen leicht aus (2) und (1) . Definieren wir 

WtjM=(ehi/2mc)[vujVj], 

= ( e 2 / 8 m c2) l ? i j - r uj ' ujk \ (12) 

RW = (e2 /2 m c2) {rMJ- ra;) - r w ; 7 , roiA.}, 

dann findet man. daß 

Ji0=(2m)~l(p{2 + p-f)+v. 

W ) = 2(/<S1(| ' )) + 2 ( ; « S 2 W ) , (13) 

i A-

j k 

Bisher haben unsere Betrachtungen noch eine all-
gemeine Gültigkeit. Für eine numerische Berech-
nung von "X u n d a müssen wir jedoch angenäherte 
Lösungen für den Grundzustand gebrauchen. Wir 
hoffen jedoch, daß die WANGschen und die R O S E N -

4 Jeder Term Hj(r) enthält explizit die Winkel zwischen 
.N), /u und AB. Jedoch mittelt man meistens über die ver-
schiedenen Orientierungen des Moleküls. Auch hier werden 
die Winkel am Ende herausgemittelt. 



sdien Näherungen5 gute Resultate liefern. Selbst-
verständlich werden wir von den Formeln (11) aus-
gehen, da diese am besten für praktische Anwendun-
gen geeignet sind. 

7. Rechnung mit der WANGscAen Näherung 

In der WANGschen Näherung wird der Grund-
zustand beschrieben durch die Funktion 

JP0 = « « ( 1 ) * 6 ( 2 ) + 5 6 ( l ) 5 B ( 2 ) , 

5a = iß3/*)exp ( - ß ra). ß = 1,17. (14) 

Damit werden die Gl. (11) sehr einfach, da E ^ 
= Ef f = 0 . Unter Benützung von Tab. 1 findet man 
leicht 

X=-(e2 a 2 N/6 m c2) (2 / 4 + 2 AI5) /(I + A2). 

a = (e2 /3 m c2 a0) (I, + U + 2 AIZ) / (1 + zl2) . 
(15) 

wo die Mittelung über die Winkel zwischen p̂ und 
AB ausgeführt ist. Es folgt, daß X = - 3,920 : 1 ( T 6 

und ö = 2.631 • l O - 5 . 

A = < sa I sb ) 0,686 577 

daa=( ua\ua) 1.007 305 

Aab = { ua\ub) 0,779 704 

A'aa = ( Pia | Pxa ) 0,730 514 

A'ab = (Pxa | Pxb ) 0,568 552 

= ( sa | ra~~1 | Sa ) 1,170 000 

/2 = < sb | ra~1 — R za ra~ - 3 1 ^ > 0,189 006 

h = (sa I ra~l | sb ) 0,599 910 

It — ( sa I ra2 \ Sa ) 2,191 541 

h=( sa 1 Ta 1 sb ) 2.109 364 

Jl — ( ua 1 Ta | ua ) 2,151 517 

/ 2 = ( "a ! r a 2 | ub ) 2,369 811 

J% = { «a | x2 | sb ) 0,608 351 
Ki = ( "a | ra~l | ua ) 1,174 273 
K, = { ub | ra~1 — R za ra 1ub> 0,210 323 
K3 = ( ua | ra~1 | ub ) 0,682 923 

K4 = < " ö 1 y ra~3 | Pya > 0,186 430 

Li = ( Pxa | ra—3 | Pxa > 0,390 000 

^2 = < Pxa | ras | pxb > 0,167 311 

Pxb | ra-3 | pxb > 0,125 044 

Mx = (pxa \x r a - 3 Tb~l | Sb ) 0,114 064 

M2= — (pxa | x r 0 - 3 rb~ 1 1 Pzb) 0,162 891 
M3 = ( pxb | x ra~3 rb~x | Sb ) 0,099 901 

— < pxb | x r a ~ 3 rb~ 1 1 Pzb) 0,318 165 

Tab. 1. Definitionen und Werte der Integrale A, 1, J, K, L 
und M, die bei den Rechnungen verwendet werden. Die Inte-
grale sind teils früheren Arbeiten 1 entnommen und teils neu 
berechnet worden, wobei von früher besprochenen Methoden 1 

Gebrauch gemacht wurde. Dem Interessierten werden die 
expliziten Formeln nach Anfrage gern übersandt. 

6 0 1 

2. Rechnungen mit der RosEN.sc/*en Näherung 

In der RosENSchen Näherung wird der Grund-
zustand des Wasserstoffmoleküls beschrieben durch 

¥0 = utt(l) ub{2) + u 6 ( l ) ua(2), 
ua = sa + b pza , ub = sb + b pzb , (16) 

Pzu= (ß*/nyhzuexp(-ßr). ß = 1.17, 6 = 0,10. 
wo AB die positive Z-Achse ist. Man bestätigt leicht, 
daß die einzigen Funktionen j , die Beiträge zu 
E{ß geben, geschrieben werden als 

cfo = Ua + Ub, 
<Pl = Pxa + Pxb • = p.ra ~ Pxb • 

<P2 = Pmi + Pub > <P 4 = Pva ~ Pub • ^ 17 ^ 
Jetzt sind £00, £30 und £40 verschieden von Null, 

während Ey j = = 0. Man findet, daß (vgl. Tab. 1). 

E$? = (e2 a 213 mc2)[Rb Aab J3/(Ä;cl + A;b )}, 

H = - ( e h b i/2 m c) Hy { (Aaa + Aab) 

( 4 « d S ) 

Mit (11) und (18) ist £ jetzt leicht zu berechnen. 
Wir können schreiben 

Z = Zo + Z i - Z 2 > ( 1 9 ) 

wo 
Zo = - (e2 a02 N/6 m c2) (20) 

-{(2AaaJ1-2AabJ2)/(A2aa+4b)}, 

Xi=~ (e2 a02 N/6 m c2) {4 b R Aab Jj (A?/a + A% ) }, 

Z 2 = -(e2a02N/6mc2) { 2 b2(Aaa + Aab) 
'(A'aa-Aab)/AE3(Ala+4b)}. 

Alle Integrale sind in Tab. 1 definiert und nume-
risch angegeben. R ist der Abstand AB, ausgedrückt 
in atomaren Einheiten, und die Energiedifferenz 
AE, 

ist (£3 — E0), ausgedrückt in atomaren Einhei-
ten. Wir werden AE3 hier gleichsetzen mit der Ener-
gie der ersten nicht-bindenden rr-Bahn, d. h. 0,51 
(s. A n m . 6 ) . Man findet dann / „ = - 3,9206 • 10 " 6 , 
X t = - 0 , 1 2 9 7 • l O " 6 und = - 0,0055 • 10" 6 , so 
daß * = - 4 , 0 4 5 • 1 0 " 6 wird" Analog verfahrend kann man schreiben 

o = o 9 + o l - o t , ( 2 1 ) 

wo 
o0 = (e2/3 m c2 a0) 

• {Aaa(K1 + K2) +2AabK3}/(A2aa + A*ab), 

5 S. WANC, Phys. Rev. 31, 579 [1928] ; N. ROSEN, Phys. Rev. 
3 8 . 2 0 9 9 [ 1 9 3 1 ] . 



= (e2/3 m c- a0) (2 R b KJ / (A2aa + A2b), 

o2 = (e2/3 m c2 a0) (b/AE3) {b (Lx - 2 L2 + Ls) 

+ ßR(M1-Ms) - bßR{M2-Mi)} 

• (A aa + Aab)/(A2aa + A % ) • (22) 

Die numerischen Werte sind o0 = 2,6889 • 10~5, 
o1 = 0,0571 • 10 " 5 und o2 = 0.0140 • 10~"5, so daß 
a = 2,7320 • 10~5 wird. 

3. Diskussion 

Unsere Resultate zeigen, daß die Näherungen in 
früheren Arbeiten 1 3 für das Wasserstoffmolekül 
nicht gerechtfertigt sind. Glücklicherweise stellt sich 
heraus, daß unsere früheren Resultate1 für die 
Halogenwasserstoffe und für Ammoniak nicht durch 
diese Näherungen beeinflußt werden. Dort wurde 
nicht nur SJo £oo vernachlässigt, sondern auch 
Soo Ejff • s l ch diese beiden Terme bei der kor-
rekten Formel (11) gerade kompensieren, kamen 
für die Halogenwasserstoffe und für Ammoniak die 
richtigen Werte heraus. 

Offenbar hat die vorliegende Behandlung, bei 
der eichinvariante Atomfunktionen verwendet wer-
den, gewisse Vorteile. Wenn wir mit S E L W O O D ' an-

6 G. HERZBERG, Spectra of Diatomic Molecules, Van Nostrand, 
New York 1950, Seite 340. 

7 P. W. SELWOOD, Magnetochemistry, Interscience Publ., New 
York 1956, Seite 83. 

nehmen, daß der beste experimentelle Wert für % 
— 4 , 0 0 5 • 1 0 ~ 6 ist, und wenn wir unseren berech-
neten Wert — 4 , 0 4 5 * 1 0 - 6 vergleichen mit den Re-
sultaten von T I L L I E U und G U Y 8 ( — 4 , 1 1 • 1 0 ~ 6 ) und 
von I S H I G U R O und K O I D E 8 ( — 4 , 0 6 9 • 1 0 - 6 ) , dann 
stellt sich heraus, daß wir mit einem verhältnis-
mäßig geringen Rechenaufwand bisher die beste 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment 
erhalten haben. 

Der genaue Wert von o ist nicht bekannt, aber aus 
theoretischen Betrachtungen sind verschiedene Vor-
schläge für den Wert von o gemacht worden, näm-
lich 2 , 6 8 • 1 0 ^ 3 von R A M S A Y 9 , 2 , 7 6 • 1 0 " 5 von 
I S H I G U R O u n d K O I D E 8 u n d 2 , 9 5 • 1 0 ~ 5 v o n H Y L L E -

R A A S und S K A V L E M 9. Wir können jetzt unseren 
Wert o = 2 , 7 3 2 • 1 0 ~ 5 hier hinzufügen. W'enn wir 
annehmen, daß die Genauigkeit unseres berechneten 
o der Genauigkeit, womit wir x bestimmt haben, 
gleichgestellt werden darf, also 1% ist, dann folgt 
daraus, daß der Wert für o zwischen 2 , 7 0 5 • 1 0 ~ 5 

und 2 , 7 5 9 • 1 0 ~ 5 liegen muß. 
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